
第 1問
f ′(x) =

sinx− x cosx

sin2 x
− sinx =

sinx(1− sin2 x)− x cosx

sin2 x
=

(sinx cosx− x) cosx

sin2 x

でありここで一般に x > 0において sinx < xなので sinx cosx =
1

2
sin 2x <

1

2
· 2x = xから (sinx cosx −

x) cosx < 0に注意して増減表を作成すると以下のようになる.

x (+0) · · · π

2
· · · (π − 0)

f ′(x) − 0 +

f(x) 2 ↗ π

2
↘ +∞

ここで, 端点の極限について
lim

x→+0
f(x) = 1 + 1 = 2, lim

x→π−0
f(x) = +∞(∵ sinx → +0, x → π − 0, cosx → −1)

を用いた.

第 2問
(1)nCk =

n!

(n− k)!k!
に注意して,

an
an−1

=
1

n
·

(2n+1)!
(n+1)!n!

(2n−1)!
(n−1)!n!

=
1

n
· (2n+ 1)!

(n+ 1)!
· (n− 1)!

(2n− 1)!

=
2n+ 1
n(n+1)

2

であり
2n(n+ 1) = (2n+ 1) · n+ n

であることから, 互除法の原理より 2n(n + 1) と 2n + 1 の公約数は n と 2n + 1 の公約数となる. さらに
2n+ 1 = 2 · n+ 1であり, nと 1は互いに素なので 2n(n+ 1)と 2n+ 1も互いに素である.故に n(n+ 1)と
2n+ 1も互いに素である.ここで連続 2整数の積であることから n(n+ 1)は偶数となり,

n(n+ 1)

2
∈ Zであ

る.また n(n+ 1)

2
, 2n+ 1は互いに素となる.(∵2以上の公約数 pを持つと仮定すると,pは n(n+ 1)と 2n+ 1

の公約数にもなり, これらが互いに素であることに矛盾する.)以上より,

pn =
n(n+ 1)

2
, qn = 2n+ 1

(2)帰納的に以下が成立する.

a1 = 3, an =
an

an−1
· an−1

an−2
· · · a2

a1
· a1 =

3qnqn−1 · · · q2
pnpn−1 · · · p2

(n " 2) · · · (∗)

これに従って
a2 = 5, a3 =

35

6

であり, an(n " 4) に対しては式 (∗) より整数でないことが従う. 任意の n ∈ N に対して qn は奇数であり式
(∗)より以下が成立する.

an =
an

an−1
· an−1

an−2
· · · a4

a3
· a3 =

1

2
· 35qnqn−1 · · · q2
3pnpn−1 · · · p2

(n " 4)

これより, n " 4の時 an を既約分数の形で表示すると分母は 2の倍数となり, 整数とはなり得ないことがわか
る. 以上より求める nは n = 1, 2
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邾問
c のは定数である ことに 注意 する。

まず点 Q を 固定する
0 t た同 ておくとし、 1で越灤鼺

Pかと 上を動くとき
,
Rが描く 形 は Q' を原点とする放物糸な お たかの

- おいしく も の部分 である Q'毘 ) は OE qt た の ルイ を 動く こと を移 すると
以下の よう に Slk) は 求まる

(I) 救むだが kなの とき

S は) は下図斜線部分で
shti )拖ば し

た = トはまだ䘏
い選iki𦥯

(II) 0くにたの とき

Sh) は 下図斜線邡面積ので、
- msn.fi My -惟の畑live.im

e た と 2週 無興



第 4問
f ′(x) = 3(x− a)(x+ a)であることを踏まえて R上での f(x)の増減表と概形は以下のようになる.

x (−∞) · · · −a · · · a · · · (+∞)
f ′(x) + 0 − 0 +
f(x) (−∞) ↗ 2a3 ↘ −2a3 ↗ (+∞)

a
−a

−2a3

2a3

y = b
b

y = b
b

y

xO

上図のように, f(x) = bの解の個数と y = f(x), y = bの共有点の個数は 1 : 1に対応するので
(条件 1) ⇐⇒ −2a3 < b < 2a3

さらにこの時 −a < β < aであり −a # x # aにおいて f(x)は単調減少なので条件 1が満たされる下で
(条件 2) ⇐⇒

{
f(β) < f(1)

a > 1
⇐⇒

{
b < 1− 3a2

a > 1

これらを満たす点 (a, b)を図示すると以下のようになる.ただしここで
1− 3a2 = −2a3 ⇔ (a− 1)2(2a+ 1) = 0 ⇔ a = 1,−1

2

1− 3a2 = 2a3 ⇔ (a+ 1)2(2a− 1) = 0 ⇔ a = −1,
1

2

を用いた.

b = −2a3

b = 1− 3a2

1

−2

左図斜線部ただし境界は全て含まない

b

aO

2



第 5問
(1)

−→
OP,

−→
AQは平行なので, ある実数 k += 0が存在して

k(z − 0) = u− 1 ⇔ u = kz + 1

さらに, |−→AP| = |−→QP|なので, zz = |z|2 = 1に注意して
|z − 1| = |z − u| ⇔ |z − 1|2 = |(1− k)z − 1|2 ⇔ k2 + 2k(z + z − 1) = 0

k += 0なので, k = 2− z − z であり,u = kz + 1 = 2z − z2.さらにここで, 1− u = 1− 2z + z2 = (1− z)2 に
注意して

w

w
=

(1− z)2

(1− z)2
=

(zz − z)2

(1− z)2
= z2

|w + w − 1|
|w| =

∣∣∣∣1 +
w

w
− 1

w

∣∣∣∣ =
∣∣1 + z2 − (1− u)

∣∣ = |u+ z2| = |2z| = 2

(2)z が C ′ に含まれることは, z = cos θ + i sin θ (
π

3
# θ # 5π

3
)と表せることと同値である.この時

w = (z − 1)−2 = (cos θ − 1 + i sin θ)−2

=

(
−2 sin2

θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

)−2

=
1

4 sin2 θ
2

{
cos

(
π

2
+

θ

2

)
+ i sin

(
π

2
+

θ

2

)}−2

=
− cos θ + i sin θ

2(cos θ − 1)

w = x+ yi (x, y ∈ R)と表すと,






x = − cos θ

2(cos θ − 1)

y =
sin θ

2(cos θ − 1)

⇔






cos θ =
2x

2x− 1

sin θ =
2y

2x− 1

π

3
# θ # 5π

3
なる θ の存在条件は x, y に関する条件として以下のようになる.






(
2x

2x− 1

)2

+

(
2y

2x− 1

)2

= 1

2x

2x− 1
# 1

2

⇔






x = −y2 +
1

4
x " −1

2

すなわち放物線 x = −y2 +
1

4
の x " 1

2
の部分である
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前問
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(2) y.at 上で、 のち の共通部分は か の斜線部分
( 1, 0) と 最もなりが大きい 点 と (1 0 ) との 制 を d とU

た がなれげ

であり
、
この 平面 で はは 蚘 ( 1 , 0)で 半径 M 円 より

、
この 平面上 共有部分が た に 含ま れる 条件は、

dk んか ない口に

任意 の 七 G [トの は成立 する条件は
,
I は上 で 左辺の

最小値がもたせた が ゆう が𥫣
13) 対称性より も、 と た の 共通部分 ともとら の 共通部分の体積は しり

さらに かの条件より
,
0に しつ の共通部分の 体積は

、
T
,
02
,
03の共籩

部釛体積と等しい ので、
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